Supersingular twisted Edwards curves over prime Field. I.Supersingular twisted Edwards curves with j-invariant j=0 and j=12^3. by Бессалов, Анатолій Володимирович & Ковальчук, Людмила Васильївна
ÓÄÊ 621.391.15 : 519.7
À.Â. ÁÅÑÑÀËÎÂ, Ë.Â. ÊÎÂÀËÜ×ÓÊ 
ÑÓÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ ÑÊÐÓ×ÅÍÍÛÅ ÊÐÈÂÛÅ ÝÄÂÀÐÄÑÀ
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I. ÑÓÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ ÑÊÐÓ×ÅÍÍÛÅ ÊÐÈÂÛÅ ÝÄÂÀÐÄÑÀ
Ñ j-ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÀÌÈ, ÐÀÂ ÍÛ ÌÈ ÍÓËÞ È 123
Àííîòàöèÿ. Äàí àíà ëèç óñëî âèé ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ ñêðó ÷åí -
íûõ êðè âûõ Ýäâàð äñà íàä ïðî ñòûì ïî ëåì. Côîð ìó ëè ðî âà íû è äî êà çà íû òå -
î ðå ìû îá óñëî âè ÿõ ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ ñ j-èí âà ðè àí -
òà ìè, ðàâ íû ìè íóëþ è 123, â ðàç íûõ êëàñ ñàõ êðè âûõ. Íà îñíî âà íèè ýòèõ
ðå çóëü òà òîâ ïî ëó ÷å íû êîí êðåò íûå ïà ðà ìåò ðû äëÿ íå êî òî ðûõ ñó ïåðñèí ãó -
ëÿð íûõ êðè âûõ. Ïðè âå äå íî îá îá ùå íèå ïî ëó ÷åí íûõ ðà íåå ðå çóëü òà òîâ, èñ -
ïîëü çó þ ùåå èçî ìîð ôèçì êðè âûõ â ôîð ìàõ Âå éå ðøòðàñ ñà è Ýäâàð äñà.
Êëþ ÷å âûå ñëî âà: ñóïåð ñèí ãó ëÿð íàÿ êðè âàÿ, ïî ëíàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà, ñêðó -
÷åí íàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà, êâàä ðà òè÷ íàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà, ïàðà êðó ÷å íèÿ, ïî ðÿ -
äîê òî÷ êè, ñèì âîë Ëå æàí äðà, êâàä ðà òè÷ íûé âû ÷åò, êâàä ðà òè÷ íûé íå âû ÷åò.
ÂÂÅ ÄÅ ÍÈÅ
Ýëëèï òè ÷åñ êèå êðè âûå â ôîð ìå Ýäâàð äñà íàä ïðî ñòûì ïî ëåì íà è áî ëåå ïåð -
ñïåê òèâ íû äëÿ ñî âðå ìåí íûõ êðèï òî ñèñ òåì. Ïðî èç âî äè òåëü íîñòü îïå ðà öèè ýêñ -
ïî íåí öè ðî âà íèÿ òî÷ êè òà êîé êðè âîé â ñðåä íåì áî ëåå ÷åì â 1.5 ðàçà âûøå,
÷åì äëÿ êðè âîé â ôîð ìå Âå éå ðøòðàñ ñà [1]. Ïðîã ðàì ìè ðî âà íèå àðèô ìå òè êè
ýòèõ êðè âûõ ñó ùåñ òâåí íî óïðî ùà åò ñÿ â ñâÿ çè ñ íà ëè ÷è åì íå é òðàëü íî ãî ýëå -
ìåí òà ãðóï ïû, êàê àô ôèí íîé òî÷ êè êðè âîé O = ( , )0 1  . Óíè âåð ñàëü íîñòü çà êî íà
ñëî æå íèÿ òî ÷åê äå ëà åò èõ áî ëåå áå çî ïàñ íû ìè ê àòà êàì îò âîä íî ãî êàíàëà [2].
Ñó ïåð ñèí ãó ëÿð íûå ýë ëèï òè ÷åñ êèå êðè âûå, èí òå ðåñ ê êî òî ðûì îñëàá â 90-å
ãîäû â ñâÿ çè ñ óÿç âè ìîñ òüþ ê MOV-àòà êå èçî ìîð ôèç ìà [3], â íà ÷à ëå íû íåø íå ãî
ñòî ëå òèÿ ñòà ëè îñíî âîé êðèï òîã ðà ôèè íà ñïà ðè âà íèè òî ÷åê ýë ëèï òè ÷åñ êîé êðè -
âîé [4]. Êðî ìå òîãî, èçî ãå íèè òà êèõ êðè âûõ ìî ãóò áûòü ïåð ñïåê òèâ íû äëÿ çà äà÷
ïî ñòêâàí òî âîé êðèï òîã ðà ôèè [5–7]. Òåõ íî ëî ãè ÷åñ êèå ïðå è ìó ùåñ òâà êðè âûõ â
ôîð ìå Ýäâàð äñà äå ëà þò àê òó àëü íîé çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñó ïåð ñèí ãó ëÿð -
íûõ êðèâûõ ýòîãî òèïà.
Â íà ñòî ÿ ùåé ðà áî òå ïðî âå äåí àíà ëèç ñâîéñòâ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ â
îá îá ùåí íîé ôîð ìå Ýäâàð äñà [1] íàä ïðî ñòûì ïî ëåì. Ñòàòüÿ ñî ñòî èò èç òðåõ ðàç -
äå ëîâ. Â ðàçä. 1 ââî äÿò ñÿ îñíîâ íûå îá îçíà ÷å íèÿ, à òàê æå ïî íÿ òèÿ è îïðå äå ëå íèÿ
â ñî îò âå òñòâèè ñ íî âîé êëàñ ñè ôè êà öè åé êðè âûõ Ýäâàð äñà [1]. Â ðàçä. 2 è 3 äî êà -
çà íû òå î ðå ìû îá óñëî âè ÿõ ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ Ýäâàðäñà ñ 
j-èíâàðèàíòàìè, ðàâ íû ìè íóëþ è 123 .
1. ÊÐÈ ÂÛÅ Â ÎÁ ÎÁ ÙÅÍ ÍÎÉ ÔÎÐ ÌÅ ÝÄÂÀÐ ÄÑÀ È ÑÓ ÏÅÐÑÈÍ ÃÓ ËßÐ ÍÛÅ ÊÐÈÂÛÅ
Â ðà áî òå [8] ñêðó ÷åí íûå êðè âûå Ýäâàð äñà (twisted Edwards curves) îïðå äå ëå íû 
êàê îá îá ùå íèå êðè âûõ Ýäâàð äñà x y dx y2 2 2 21+ = +  [2] ïó òåì ââî äà íî âî ãî
ïà ðà ìåò ðà a â óðàâ íå íèå:
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Ea d,  : ax y dx y
2 2 2 21+ = + , a d Fp,
*∈ , d ≠1 , a d≠  , p ≠ 2 .
Íà ðÿ äó ñ ââî äîì ïà ðà ìåò ðà a â [8] áûëè ñíÿ òû îãðà íè ÷å íèÿ íà ïàðó ïà ðà ìåò -
ðîâ: a è d , äî ïóñ êàÿ ëþ áûå çíà ÷å íèÿ ad
p



 = ±1 (çäåñü 
ad
p



 = ±1, ñèì âîë Ëå -
æàí äðà ïðî èç âå äå íèÿ a d⋅  [4]). Ïðè a =1 òà êàÿ êðè âàÿ ïî ëó ÷è ëà â [8] íà çâà íèå 
êðè âîé Ýäâàð äñà, à åñëè åå ïà ðà ìåòð d — êâàä ðà òè÷ íûé íå âû ÷åò (ò.å. 
d
p



 = −1), òî îíà íà çû âà åò ñÿ ïî ëíîé êðè âîé Ýäâàð äñà. Ýòîò òåð ìèí áûë ïðåä -
ëî æåí â ñâÿ çè ñ ïî ëíî òîé çà êî íà ñëî æå íèÿ òî ÷åê êðè âîé [2]. Â ðà áî òå [9]
ïðåä ëî æå íî ïî ìå íÿòü ìåñ òà ìè êî îð äè íà òû x è y â ôîð ìå êðè âîé Ýäâàð äñà â
öå ëÿõ ñî õðà íå íèÿ ãî ðè çîí òàëü íîé ñèì ìåò ðèè îá ðàò íûõ òî ÷åê, ïðè íÿ òîé â òå î -
ðèè ýë ëèï òè ÷åñ êèõ êðè âûõ. Îïè ðà ÿñü íà ýòî ñâî éñòâî, îïðå äå ëèì êðè âóþ â
îá îá ùåí íîé ôîð ìå Ýäâàð äñà â âèäå óðàâ íå íèÿ
Ea d,  : x ay dx y
2 2 2 21+ = + , a d Fp,
*∈ , d d a( )− ≠ 0 , d ≠1 , p ≠ 2 . (1)
Òîã äà ìî äè ôè öè ðî âàí íûé óíè âåð ñàëü íûé çà êîí ñëî æå íèÿ òî ÷åê èìå åò âèä
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Ïðè ñî âïà äå íèè äâóõ òî ÷åê ïî ëó ÷èì èç (2) çà êîí óäâî å íèÿ òî ÷åê:
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Îïðå äå ëÿÿ òå ïåðü îá ðàò íóþ òî÷ êó êàê — P x y= −( , )1 1  , ïî ëó ÷à åì ñî ãëàñ íî çà êî -
íó (2) êî îð äè íà òû íå é òðàëü íî ãî ýëå ìåí òà ãðóï ïû: ( , ) ( , ) ( , )x y x y O1 1 1 1 1 0+ − = =  ,
êî òî ðûé ëå æèò íà îñè OX , ãäå òàê æå âñåã äà ëå æèò òî÷ êà D0 1 0= −( , ) âòî ðî ãî
ïî ðÿä êà, äëÿ êî òî ðîé 2 1 00D O= =( , )  ñî ãëàñ íî (3). Â çà âè ñè ìîñ òè îò ñâîéñòâ
ïà ðà ìåò ðîâ a è d ìîæ íî ïî ëó ÷èòü åùå äâå îñî áûå òî÷ êè âòî ðî ãî ïî ðÿä êà è
äâå îñî áûå òî÷ êè ÷åò âåð òî ãî ïî ðÿä êà. Êàê ñëå äó åò èç (1), íà îñè OY  ìî ãóò
òàê æå ëå æàòü íå îñî áûå òî÷ êè ÷åò âåð òî ãî ïî ðÿä êà ± = ±F a0 0 1( , / ) , äëÿ êî òî -
ðûõ ± = = −2 1 00 0F D ( , ) . Ýòè òî÷ êè ñó ùåñ òâó þò íàä ïî ëåì Fp , åñëè ïà ðà -
ìåòð a ÿâ ëÿ åò ñÿ êâàä ðà òè÷ íûì âû ÷å òîì.
Ñîã ëàñ íî êëàñ ñè ôè êà öèè êðè âûõ â ôîð ìå (1), îá îñíî âàí íîé â ðà áî òàõ [1, 10, 11], 
ñêðó ÷åí íàÿ êðè âàÿ èìå åò ïà ðà ìåò ðû a è d , êî òî ðûå ÿâ ëÿ þò ñÿ êâàä ðà òè÷ íû ìè íå -
âû ÷å òà ìè:  a
p
d
p

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
 =



 = −1 . À ïðè a =1 îïðå äå ëå íû ïî ëíûå êðè âûå Ýäâàð äñà ñ
ïà ðà ìåò ðîì d , ÿâ ëÿ þ ùèì ñÿ êâàä ðà òè÷ íûì íå âû ÷å òîì: d
p



 = −1 , è êâàä ðà òè÷ íûå
êðè âûå Ýäâàð äñà, äëÿ êî òî ðûõ d
p



 =1 . Ïîë íûå êðè âûå Ýäâàð äñà ÿâ ëÿ þò ñÿ öèê -
ëè ÷åñ êè ìè è íå ñî äåð æàò îñî áûõ òî ÷åê, à íå öèê ëè ÷åñ êèå ñêðó ÷åí íûå è êâàä ðà òè÷ -
íûå êðè âûå èìå þò ïî òðè òî÷ êè âòî ðî ãî ïî ðÿä êà, äâå èç êî òî ðûõ — îñî áûå. Ñëå -
äó åò îò ìå òèòü, ÷òî ñêðó ÷åí íûå è êâàä ðà òè÷ íûå êðè âûå Ýäâàð äñà îá ðà çó þò ïàðû
êâàä ðà òè÷ íî ãî êðó ÷å íèÿ, ïà ðà ìåò ðû êî òî ðûõ ñâÿ çà íû ëè íåé íûì ïðå îá ðà çî âà íè åì 
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a ca′ =  , d cd′ =  , ãäå c
p



 = −1 (ñì. [1, 11]). Âîñ ïîëü çó åì ñÿ ýòèì ñâî éñòâîì ïðè àíà -
ëè çå ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ òà êèõ êëàñ ñîâ, äëÿ êî òî ðûõ ïðè ìåì a =1 , è îãðà -
íè ÷èì ñÿ îäíèì ïà ðà ìåò ðîì d , äëÿ êî òî ðî ãî d
p



 =1 , d ≠1 . Äðó ãè ìè ñëî âà ìè, àíà -
ëèç ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ äâóõ êëàñ ñîâ — ñêðó ÷åí íûõ è êâàä ðà òè÷ íûõ êðè -
âûõ Ýäâàð äñà ñâî äèò ñÿ ê àíà ëè çó ïî ñëåä íèõ ñ îäíèì ïà ðà ìåò ðîì d .
Ïî ðÿ äîê N E  ýë ëèï òè ÷åñ êîé êðè âîé íàä êî íå÷ íûì ïî ëåì Fq  , q p
m
= , îïðå -
äå ëÿ åò ñÿ íà îñíî âå ñëå äà óðàâ íå íèÿ Ôðî áå íè ó ñà t : N q tE = + −1  . Äëÿ êðè âîé
êâàä ðà òè÷ íî ãî êðó ÷å íèÿ E t  ñî îò âå òñòâó þ ùèé ïî ðÿ äîê îïðå äå ëÿ åò ñÿ êàê 
N q tE
t
= + +1  . Ýëëèï òè ÷åñ êàÿ êðè âàÿ ÿâ ëÿ åò ñÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íîé òîã äà è òîëü êî
òîã äà, êîã äà íàä ëþ áûì ðàñ øè ðå íè åì ïðî ñòî ãî ïîëÿ Fp  èìå åì ñëåä
t p≡ 0 mod  [ 4]. Èíû ìè ñëî âà ìè, â àë ãåá ðà è ÷åñ êîì çà ìû êà íèè ïîëÿ Fp  ñó ïåðñèí -
ãó ëÿð íàÿ êðè âàÿ íå ñî äåð æèò òî ÷åê ïî ðÿä êà p . Íàä ïðî ñòûì ïî ëåì Fp  òà êàÿ
êðè âàÿ âñåã äà èìå åò ïî ðÿ äîê N pE = +1 , à íàä ëþ áûì ðàñ øè ðå íè åì ýòî ãî ïîëÿ 
N pE ≡1mod  .
Äëÿ êðè âîé
E Y X AX B: 2 3= + + (4)
â êà íî íè ÷åñ êîé ôîð ìå Âå éå ðøòðàñ ñà ñ j-èí âà ðè àí òîì [4, 12]
j E A
A B
( ) =
+
12 4
4 27
3 3
3 2
(5)
õà ðàê òåð íû ìè ÿâ ëÿ þò ñÿ çíà ÷å íèÿ j E( ) = 0 ïðè A = 0 è j E( ) =123  ïðè B = 0 .
Ýòè çíà ÷å íèÿ j-èí âà ðè àí òà ÷àñ òî (ïðè âû ïîë íå íèè èç âåñ òíûõ óñëî âèé äëÿ ìî -
äó ëÿ p) ïî ðîæ äà þò ñó ïåðñèí ãó ëÿð íóþ êðè âóþ.
Èçî ìîð ôèçì êðè âûõ â ôîð ìàõ (1) è (4) äîñ òè ãà åò ñÿ ïðè áëè çè òåëü íî ëèøü
äëÿ ÷åò âåð òîé ÷àñ òè âñåõ êðè âûõ â ôîð ìå Âå éå ðøòðàñ ñà, ñî äåð æà ùèõ îäíó èëè
òðè òî÷ êè âòî ðî ãî ïî ðÿä êà. Ïî ðÿ äîê N E  òà êèõ êðè âûõ âñåã äà êðà òåí ÷å òû ðåì.
Íà è áî ëåå óäîá íîé ôîð ìîé èõ ïðåä ñòàâ ëå íèÿ ÿâ ëÿ åò ñÿ êðè âàÿ â ôîð ìå Ìîí òãî -
ìå ðè [5]:
EC d, : Dv u Cu u
2 3 2
= + +  , C a d
a d
=
+
−
2  ,
D
a d
=
−
4  , a C
D
=
+2 , d C
D
=
−2 , C 2 4≠  . (6)
Êàê ÷àñ òíûé ñëó ÷àé êà íî íè ÷åñ êîé êðè âîé (4) â ôîð ìå Âå éå ðøòðàñ ñà, óðàâ íå -
íèå (6) ÷àñ òî èñ ïîëü çó åò ñÿ ïðè àíà ëè çå ñâîéñòâ êðè âîé â îá îá ùåí íîé ôîð ìå
Ýäâàð äñà (1). Ïîñ êîëü êó êðè âûå (1) è (6) èçî ìîð ôíû ( : ), ,E Ea d C d  [1, 8],
óñëî âèÿ ñó ùåñ òâî âà íèÿ òà êèõ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ ýê âè âà ëåí òíû.
Äëÿ êðè âîé (1) èìå åì j-èí âà ðè àíò [13]
j a d a d ad
ad a d
( , ) ( )
( )
=
+ +
−
16 142 2 3
4
 , ad a d( )− ≠ 0 . (7)
Òàê êàê j-èí âà ðè àíò ñî õðà íÿ åò ñâîå çíà ÷å íèå äëÿ âñåõ èçî ìîð ôíûõ êðè âûõ è 
ïàð êâàä ðà òè÷ íî ãî êðó ÷å íèÿ [4], îí ÿâ ëÿ åò ñÿ ïî ëåç íûì èíñòðó ìåí òîì ïðè ïî èñ -
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êå ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ. Ïî ý òî ìó ïà ðà ìåòð a â (7) ÿâ ëÿ åò ñÿ èç áû òî÷ íûì,
ò.å. ìîæ íî ïðè íÿòü a =1 è ðàñ ñìàò ðè âàòü ñâî éñòâà ëèøü ïî ëíûõ è êâàä ðà òè÷ íûõ
êðè âûõ Ýäâàð äñà. Åñëè êâàä ðà òè÷ íàÿ êðè âàÿ — ñó ïåðñèí ãó ëÿð íàÿ, òî è ñî îò âå ò -
ñòâó þ ùàÿ åé ñêðó ÷åí íàÿ êðè âàÿ (êàê ïàðà êâàä ðà òè÷ íî ãî êðó ÷å íèÿ) òàê æå
 ñóïåðñèíãóëÿðíàÿ. Èñõî äÿ èç ýòî ãî â äàëü íåé øåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
j-èíâàðèàíò j d( , )1  . Îäíèì èç åãî ñâîéñòâ ÿâ ëÿ åò ñÿ
j d j d( , ) ( , )1 1 1= −  . (8)
Ýòî ñâî éñòâî ëåã êî äî êà çàòü, îá ðà ùàÿ ýëå ìåíò d â (7) è óìíî æàÿ ÷èñ ëè òåëü è
çíà ìå íà òåëü íà d 6 ; â ðå çóëü òà òå ïî ëó ÷à åì ðà âå íñòâî (8). Êàê èç âåñ òíî, îá ðà -
ùå íèå ïà ðà ìåò ðà d d→ −1 äàåò êðè âóþ êâàä ðà òè÷ íî ãî êðó ÷å íèÿ äëÿ ïî ëíîé
êðè âîé Ýäâàð äñà [2] è èçî ìîð ôíóþ êðè âóþ — äëÿ êâàä ðà òè÷ íîé êðè âîé
Ýäâàð äñà [1].
Çà ìå ÷à íèå 1. Ïîñ êîëü êó ïî ðÿ äîê N E  êðè âîé Ýäâàð äñà E íàä ïî ëåì Fp
âñåã äà äå ëèò ñÿ íà ÷å òû ðå, òî ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûå êðè âûå â ôîð ìå Ýäâàð äñà ñ ïî -
ðÿä êîì N pE = +1 ñó ùåñ òâó þò ëèøü ïðè p ≡ 3 4( )mod . Äå éñòâè òåëü íî, èç óñëî -
âèÿ p k+ =1 4  ñëå äó åò óñëî âèå p k= −4 1 èëè p ≡ 3 4( )mod  . Ïî ý òî ìó â íà ñòî ÿ ùåé
ñòàòüå ðàñ ñìàò ðè âà åì ëèøü êðè âûå íàä ïî ëÿ ìè Fp  , ãäå p ≡ 3 4( )mod  , ïî ñêîëü êó
ýòî óñëî âèå ÿâ ëÿ åò ñÿ íå îá õî äè ìûì äëÿ ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè -
âûõ Ýäâàð äñà.
Ñêðó ÷åí íàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà îïðå äå ëå íà â ðà áî òå [1] êàê ÷àñ òíûé ñëó ÷àé
êðè âîé (1):
E d1,  : x ay dx y
2 2 2 21+ = + , d Fp∈
* , d d a( )− ≠ 0 , a
p
d
p



 =



 = −1 .
Äëÿ àíà ëè çà óñëî âèé ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ ýòî ãî êëàñ ñà 
äîñ òà òî÷ íî ïðî âåñ òè òà êîé àíà ëèç â êëàñ ñå êâàä ðà òè÷ íûõ êðèâûõ Ýäâàðäñà:
E d1,  : x y dx y
2 2 2 21+ = + , d Fp∈
* , d d( )− ≠1 0 , d
p



 = −1 .
Õà ðàê òåð íû ìè ñâî éñòâà ìè ýòî ãî êëàñ ñà êðè âûõ ÿâ ëÿ þò ñÿ íå öèê ëè ÷åñ êàÿ
ñòðóê òó ðà ïîä ãðóïï òî ÷åê ÷åò íî ãî ïî ðÿä êà è íà ëè ÷èå ÷å òû ðåõ îñî áûõ òî ÷åê âòî -
ðî ãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ [8].
2. ÑÓ ÏÅÐ ÑÈÍ ÃÓ ËßÐ ÍÛÅ ÊÐÈ ÂÛÅ ÝÄÂÀÐ ÄÑÀ Ñ ÍÓ ËÅ ÂÛÌ j-ÈÍ ÂÀ ÐÈ ÀÍ ÒÎÌ
Ïîñ êîëü êó ïðè èçî ìîð ôíûõ ïðå îá ðà çî âà íè ÿõ ýë ëèï òè ÷åñ êèõ êðè âûõ çíà ÷å íèå 
j-èí âà ðè àí òà íå èçìå íÿ åò ñÿ, òî êðè âûå Ýäâàð äñà ñ íó ëå âûì j-èí âà ðè àí òîì áó -
äóò èçî ìîð ôíû êðè âûì (4) â ôîð ìå Âå éå ðøòðàñ ñà ñ j-èí âà ðè àí òîì (5), ðàâ -
íûì íóëþ. Èç (5) ñëå äó åò, ÷òî ýòè êðè âûå èìå þò âèä Y X B2 3= + . Õîòÿ ëþ -
áàÿ êðè âàÿ ýòî ãî âèäà èìå åò íó ëå âîé j-èí âà ðè àíò, íå âñå îíè ñó ïåðñèí ãó ëÿð -
íû. Êðî ìå òîãî, íå ëþ áàÿ èç ýòèõ êðè âûõ ñâî äèò ñÿ ê ôîð ìå Ìîí òãî ìå ðè (6)
è, ñëå äî âà òåëü íî, èçî ìîð ôíà êðè âîé â ôîð ìå Ýäâàð äñà.
Òå î ðå ìà 1. Ïóñòü êðè âàÿ (1) íàä ïî ëåì Fp  ñ ïà ðà ìåò ðîì a =1 èìå åò j-èí âà -
ðè àíò j d( , )1 0=  . Òîã äà ïðè p ≡ −1 12(mod ) îíà ÿâ ëÿ åò ñÿ ïî ëíîé ñó ïåðñèí ãó ëÿð -
íîé êðè âîé Ýäâàð äñà ñ ïà ðà ìåò ðîì d = − ±( )2 3 2 .
Äî êà çà ò åëüñòâî. Ñîã ëàñ íî (7) èç óñëî âèÿ j d( , )1 0=  ñëå äó åò ðà âå íñòâî
d d2 14 1 0+ + =  . (9)
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Ýòî âîç ìîæ íî òîã äà è òîëü êî òîã äà, êîã äà äèñ êðè ìè íàíò ëå âîé ÷àñ òè ÿâ ëÿ åò ñÿ 
êâàä ðà òè÷ íûì âû ÷å òîì ìíî æåñ òâà Q p , ò.å. ïðè óñëî âèè
D Q p= − = ⋅ ∈14 4 3 8
2 2 ,
÷òî ýê âè âà ëåí òíî óñëî âèþ 3 ∈Q p . Ñîã ëàñ íî [14] ýòî âîç ìîæ íî ëèøü ïðè 
p ≡ ±1 12( )mod  . Íî ïðè p ≡1 12( )mod  èìå åò ìåñ òî ñðàâ íå íèå p ≡1 4( )mod  ,
à òîã äà ñî ãëàñ íî çà ìå ÷à íèþ 1 íå ñó ùåñ òâó åò ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ
Ýäâàð äñà íàä ïî ëåì Fp  . Ïî ý òî ìó îñòà åò ñÿ âîç ìîæ íûì òîëü êî óñëî âèå 
p ≡ −1 12( )mod  ; îäíî èç óòâåð æäå íèé òå î ðå ìû äî êà çà íî. Çà ìå òèì, ÷òî â ýòîì
ñëó ÷àå èìå åì ðå øå íèÿ óðàâ íå íèÿ (9): 
d1 2 7 4 3, = − ±  .
Äà ëåå, ïî ñêîëü êó j-èí âà ðè àíò íå èç ìå íÿ åò ñÿ ïðè ïå ðå õî äå îò îä íîé ôîð ìû
êðè âîé ê äðó ãîé, òî j-èí âà ðè àíò (5) ýòîé êðè âîé â ôîð ìå Âå éå ðøòðàñ ñà 
y x Ax B2 3= + +  òîæå áó äåò ðà âåí íóëþ, ò.å. âû ïîë íå íî ðà âå íñòâî A = 0 , è ýòà
êðè âàÿ â ôîð ìå Âåéåðøòðàññà áóäåò èìåòü âèä
y x B2 3= +  . (10)
Èç óñëî âèÿ p ≡ −1 12( )mod  ñëå äó åò p ≡ −1 3( )mod  , îò êó äà âûòåêàåò, ÷òî 
| |*F pp = −1 íå äå ëèò ñÿ íà òðè. Ñëå äî âà òåëü íî, îòî áðà æå íèå j: F Fp p→ , 
j( )x x= 3  , ÿâ ëÿ åò ñÿ áè åê öè åé. Ïî ý òî ìó, êîã äà x ïðî áå ãà åò âñå çíà ÷å íèÿ èç Fp
* ,
ïðà âàÿ ÷àñòü (10) òàê æå ïðî áå ãà åò âñå ýòè çíà ÷å íèÿ. Ñðå äè ýòèõ çíà ÷å íèé
 ñóùåñò âóåò òî÷ íî p −1
2
 êâàä ðà òè÷ íûõ âû ÷å òîâ, äëÿ êàæ äî ãî èç íèõ èìå åì äâà
çíà ÷å íèÿ y-êî îð äè íà òû òî÷ êè êðè âîé. Òà êèì îá ðà çîì, ñ ó÷å òîì òî÷ êè ( , )B3 0  è
òî÷ êè íà áåñ êî íå÷ íîñ òè ïî ëó ÷à åì, ÷òî êî ëè ÷åñ òâî òî ÷åê êðè âîé ðàâ íî 
2 1
2
1 1 1⋅ − + + = +p p  , ò.å. N pE = +1 è êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîé.
Äî êà æåì, ÷òî E d1,  — ïî ëíàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà. Çà ìå òèì, ÷òî ïðè 
p ≡ 3 4( )mod  ýëå ìåíò −1 ÿâ ëÿ åò ñÿ êâàä ðà òè÷ íûì íå âû ÷å òîì. Ñîã ëàñ íî (9) ïà ðà -
ìåòð ýòîé êðè âîé îïðå äå ëÿ åò ñÿ ôîðìóëîé
d m m m1 2
2 27 4 3 4 2 2 3 3 2 3, ( ) ( ( ) ) ( )= − = − × × + = −m m m  . (11)
Ïîñ êîëü êó âû ðà æå íèÿ â ïðà âîé ÷àñ òè (11) ÿâ ëÿ þò ñÿ êâàä ðà òè÷ íû ìè íå âû ÷å -
òà ìè, ò.å. d Q p1 2, ∉  , òî êðè âàÿ ÿâ ëÿ åò ñÿ ïî ëíîé êðèâîé Ýäâàðäñà.
Òå î ðå ìà äî êà çà íà.
Ñëå äñòâèå 1. Ñðå äè êðè âûõ Ýäâàð äñà ñ íó ëå âûì j-èí âà ðè àí òîì íå ñó ùåñ ò -
âó åò ñêðó ÷åí íûõ è êâàä ðà òè÷ íûõ êðèâûõ.
Äå éñòâè òåëü íî, êàê äî êà çà íî â òå î ðå ìå 1, ëþ áàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà ñ íó ëå âûì 
j-èí âà ðè àí òîì ïðè p ≡ 3 4( )bmod  ñî ãëàñ íî (11) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
3. ÑÓ ÏÅÐ ÑÈÍ ÃÓ ËßÐ ÍÛÅ ÑÊÐÓ ×ÅÍ ÍÛÅ ÊÐÈ ÂÛÅ ÝÄÂÀÐ ÄÑÀ 
Ñ j-ÈÍ ÂÀ ÐÈ ÀÍ ÒÎÌ, ÐÀÂ ÍÛÌ 123 
Ðàñ ñìîò ðèì óñëî âèÿ ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ ñ j-èí âà ðè àí -
òîì, ðàâíûì 123 .
Äëÿ äàëü íåé øå ãî èç ëî æå íèÿ ïî íà äî áèò ñÿ ñëå äó þ ùåå óòâåð æäå íèå, äî êà çàí -
íîå â [12].
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Óòâåð æäå íèå 1 [12]. Ïóñòü p — ïðî ñòîå, p ≡ 3 4( )mod  , E — ýë ëèï òè ÷åñ êàÿ
êðè âàÿ íàä Fp  , çà äàí íàÿ óðàâ íå íè åì y x Ax
2 3
= +  äëÿ íå êî òî ðî ãî A Fp∈  . Òîã äà 
N pE = +1 , ò.å. E ÿâ ëÿ åò ñÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íîé êðè âîé.
Ñ èñ ïîëü çî âà íè åì ýòî ãî óòâåð æäå íèÿ ïî ëó ÷èì äâà ñëå äó þ ùèõ ðåçóëüòàòà.
Óòâåð æäå íèå 2. Ïóñòü p — ïðî ñòîå, p ≡ 3 4( )mod  , Ea d,  — êðè âàÿ Ýäâàð äñà
íàä Fp  ñ ïà ðà ìåò ðà ìè a è d , çà äàí íàÿ óðàâ íå íè åì x ay dx y
2 2 2 21+ = + , ïðè ÷åì 
j a d( , ) =123 . Òîã äà êðè âàÿ Ea d,  — ñó ïåðñèí ãó ëÿð íàÿ.
Äî êà çà ò åëüñòâî. Äëÿ ëþ áîé êðè âîé E â ôîð ìå Ýäâàð äñà ñó ùåñ òâó åò
êðèâàÿ E′ â ôîð ìå Âå éåðøòðàññà, åé èçî ìîð ôíàÿ è çà äàí íàÿ óðàâ íå íè åì (4).
Ïðè ýòîì j-èí âà ðè àí òû èçî ìîð ôíûõ êðè âûõ ñî õðà íÿ þò ñâîå çíà ÷å íèå, ïî ý òî ìó
èí âà ðè àíò êðè âîé E′, çà äàí íûé ñî ãëàñ íî (5), òàê æå ðà âåí 123 :
j A
A B
=
⋅
+
=
12 4
4 27
12
3 3
3 2
3 .
Îòñþ äà ïî ëó ÷à åì 4 4 273 3 2A A B= +  , ò.å. B = 0 , è êðè âàÿ E′ çà äà íà óðàâ íå íè -
åì y x Ax2 3= +  , à òà êàÿ êðè âàÿ ñî ãëàñ íî óòâåð æäå íèþ 1 ÿâ ëÿ åò ñÿ ñó ïåðñèí ãó -
ëÿð íîé. 
Óòâåð æäå íèå 2 äî êà çà íî.
Â ñëå äó þùåé òå î ðå ìå ïðè âîäÿòñÿ íå êî òî ðûå ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûå êðè âûå â
êëàñ ñå ñêðó ÷åí íûõ êðèâûõ Ýäâàðäñà.
Òå î ðå ìà 2. Ïóñòü p ≡ 7 8( )mod  . Òîã äà ñêðó ÷åí íàÿ êðè âàÿ Ýäâàð äñà íàä ïî -
ëåì Fp  ñ ïà ðà ìåò ðà ìè a = −1 è d1 2
23 2 2, ( )= − ±  èìå åò j-èí âà ðè àíò, ðàâ íûé 12
3 ,
è ÿâ ëÿ åò ñÿ ñóïåðñèíãóëÿðíîé.
Äî êà çà ò åëüñòâî. Âíà ÷à ëå ïî êà æåì, ÷òî òå î ðå ìà ñôîð ìó ëè ðî âà íà êîð ðåê -
òíî, ò.å. óêà çàí íûå ïà ðà ìåò ðû d1 2,  äå éñòâè òåëü íî ÿâ ëÿ þò ñÿ ýëå ìåí òà ìè ïîëÿ Fp
è êðè âàÿ ñ òà êè ìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ ñêðó÷åííîé.
Òàê, ïðè p ≡ 7 8( )mod  ýëå ìåíò 2 ÿâ ëÿ åò ñÿ êâàä ðà òè÷ íûì âû ÷å òîì, ïî ñêîëü êó
â ýòîì ñëó ÷àå p k= +8 7 äëÿ íå êî òî ðî ãî k N∈  è ñî ãëàñ íî êâàä ðà òè÷ íî ìó çà êî íó
âçàèìíîñòè Ãàóññà
2 1 1
8 6 8 8
8
p
k k


 = − =
+ +
( )
( )( )
 .
Ñëå äî âà òåëü íî, ïà ðà ìåò ðû d1 2,  îïðå äå ëå íû êîð ðåê òíî.
Äà ëåå, åñëè p ≡ 7 8( )mod  , òî p ≡ 3 4( )mod  , îò êó äà − ∉1 Q p  . Ïî ý òî ìó a Q p∉ , 
d Q p1 2, ∉  è êðè âûå ñ ýòè ìè ïà ðà ìåò ðà ìè ÿâ ëÿ þò ñÿ ñêðó ÷åí íû ìè ñî ãëàñ íî êëàñ -
ñè ôè êà öèè â [1, 10, 11]. 
Äî êà æåì ñó ïåðñèí ãó ëÿð íîñòü òà êèõ êðè âûõ. Äëÿ ýòî ãî ñî ãëàñ íî óòâåð æäå -
íè ÿì 1 è 2 äîñ òà òî÷ íî ïî êà çàòü, ÷òî j-èí âà ðè àí òû òà êèõ êðè âûõ ðàâ íû 123 .
Çà ìå òèì, ÷òî â ñèëó èçî ìîð ôèç ìà ñî îò âå òñòâó þ ùèõ êðèâûõ
j a d j a d( , ) ( , )= − −  ,  a d Fp, ∈ .
Ïî ý òî ìó äîñ òà òî÷ íî âû ÷èñ ëèòü èí âà ðè àí òû j d( , ),1 1 2−  .
Ïóñòü d1
23 2 2= − +( ) , d2
23 2 2= − −( ) . Îáîç íà ÷èì t d1 1
23 2 2= − = +( ) , 
t d2 2
23 2 2= − = −( )  è âû ÷èñ ëèì èí âà ðè àí òû j t( , )1 1 , j t( , )1 2  .
Ïó òåì íå ñëîæ íûõ ïðå îá ðà çî âà íèé ïî ëó ÷à åì ðàâåíñòâà
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t1
23 2 2 17 12 2= + = +( )  , t t1 11 18 12 2 6 3 2 2 6+ = + = + =( )  ,
îò êó äà ( )t t1
2
11 36+ =  .
Àíàëîãè÷íî t t1 1 6 2− = −  , îò êó äà
( ) ( )t t t t t t1
2
1 1 1 11 36 24 4 36 4 4 1 32− = − + = + − + =  .
Òîã äà
j t t t
t t
t t
t
( , ) (( ) )
( )
( )1 16 1 12
1
16 36 12
1
1
2
1
3
1 1
4
1 1
2
=
+ +
−
=
+
1 1
2
3
2
3
32
16 48
32
12
( )t
=
⋅
= .
Àíàëîãè÷íûìè ðàñ ÷å òà ìè ïî ëó ÷à åì ðà âå íñòâî j t( , )1 122
3
=  . Ñëå äî âà òåëü íî, 
j d j d( , ) ( , )− = − =1 1 121 2
3  è êðè âûå ñ ïà ðà ìåò ðà ìè a = −1 è d d= 1 2,  ÿâ ëÿ þò ñÿ ñó -
ïåðñèí ãó ëÿð íû ìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çà ìå òèì, ÷òî â êëàñ ñå ïî ëíûõ êðè âûõ Ýäâàð äñà j-èí âà ðè àíò j d( , )1 123=  ïî -
ðîæ äà åò ñÿ åäè íñòâåí íûì çíà ÷å íè åì ïà ðà ìåò ðà d = −1 ïðè p ≡ 3 8( )mod  [ñì. 15].
Òà êèì îá ðà çîì, âñå ãî èìå åò ñÿ øåñòü êîð íåé óðàâ íå íèÿ j d( , )1 123=  (cì. (7)): ïî
äâà êîð íÿ äëÿ êâàä ðà òè÷ íûõ è ñêðó ÷åí íûõ êðè âûõ è ïî îä íî ìó êîð íþ d = −1
êðàò íîñ òè äâà äëÿ ïîëíûõ êðèâûõ Ýäâàðäñà.
ÇÀÊ ËÞ ×Å ÍÈÅ
Â ñòàòüå ñôîð ìó ëè ðî âà íû è äî êà çà íû óñëî âèÿ ñó ùåñ òâî âà íèÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð -
íûõ êðè âûõ ïðè íå êî òî ðûõ äî ïîë íè òåëü íûõ óñëî âè ÿõ äëÿ j-èí âà ðè àí òà êðè -
âîé. Ýòè óñëî âèÿ ïî çâî ëÿ þò ïî ëó ÷àòü âñå ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûå êðè âûå ñ ôèê ñè -
ðî âàí íûì çíà ÷å íè åì j-èí âà ðè àí òà. Îòìå òèì, ÷òî çíà ÷å íè ÿ ìè j d( , )1 0=  è 
j d( , )1 123=  íå èñ ÷åð ïû âà þò ñÿ âñå ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûå êðè âûå. Â ÷àñ òíîñ òè,
â ðà áî òàõ [1, 12] áûëè îá íà ðó æå íû ïî ëíûå ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûå êðè âûå ñ j-èí -
âà ðè àí òîì, ðàâ íûì 663 , à òàê æå ïðè âå äå íû îñíîâ íûå òå çè ñû äî êà çà ò åëüñòâà
òå î ðå ìû î ñó ïåðñèí ãó ëÿð íîñ òè òà êèõ êðè âûõ ñ ïà ðà ìåò ðà ìè d = ±2 1. Â ïðî -
äîë æå íèå ýòîé ðà áî òû (÷àñòü 2, ðàçä. 4) áó äåò ïðè âå äå íî äî êà çà ò åëüñòâî ñó -
ùåñ òâî âà íèÿ ñêðó ÷åí íûõ è êâàä ðà òè÷ íûõ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íûõ êðè âûõ Ýäâàð äñà 
ñ j-èíâà ðè àí òîì, ðàâ íûì 663 .
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿
À.Â. Áåñ ñà ëîâ, Ë.Â. Êî âàëü ÷óê
ÑÓÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍ² ÑÊÐÓ×ÅÍ² ÊÐÈÂ² ÅÄÂÀÐÄÑÀ ÍÀÄ ÏÐÎÑÒÈÌ ÏÎËÅÌ.
I. ÑÓÏÅÐÑÈÍÃÓËßÐÍ² ÑÊÐÓ×ÅÍ² ÊÐÈÂ² ÅÄÂÀÐÄÑÀ 
Ç j-²ÍÂÀÐ²ÀÍÒÀÌÈ, ßÊ² ÄÎÐ²ÂÍÞÞÒÜ ÍÓËÞ ÒÀ 123
Àíîòàö³ÿ. Íà äà íî àíàë³ç óìîâ ³ñíó âàí íÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íèõ ñêðó ÷å íèõ êðè -
âèõ Åäâàð äñà íàä ïðî ñòèì ïî ëåì. Côîð ìóëü î âà íî òà äî âå äå íî òå î ðå ìè ïðî
óìî âè ³ñíó âàí íÿ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íèõ êðè âèõ ç j-³íâàð³àí òà ìè, ÿê³ äîð³âíþþòü 
íóëþ òà 123, â ð³çíèõ êëà ñàõ êðè âèõ. Íà îñíîâ³ öèõ ðå çóëü òàò³â îò ðè ìà íî
êîí êðåòí³ ïà ðà ìåò ðè äëÿ äå ÿ êèõ ñó ïåðñèí ãó ëÿð íèõ êðè âèõ. Íà âå äå íî óçà -
ãàëü íåí íÿ îò ðè ìà íèõ ðàí³øå ðàç óëüòàò³â, ùî âè êî ðèñ òî âóº ³çî ìîðô³çì êðè -
âèõ ó ôîðì³ Âåéºðøòðà ñà òà Åäâàð äñà.
Êëþ ÷îâ³ ñëî âà: ñó ïåðñèí ãó ëÿð íà êðè âà, ïî âíà êðè âà Åäâàð äñà, ñêðó ÷å íà
êðè âà Åäâàð äñà, êâàä ðà òè÷ íà êðè âà Åäâàð äñà, ïàðà êðó ÷åí íÿ, ïî ðÿ äîê òî÷ -
êè, ñèì âîë Ëå æàí äðà, êâàä ðà òè÷ íèé ëè øîê, êâàä ðà òè÷ íèé íå ëè øîê.
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A.V. Bessalov, L.V. Kovalchuk 
SUPERSINGULAR TWISTED ED WARDS CURVES OVER PRIME FIELDS
I. SUPERSINGULAR TWISTED ED WARDS CURVES
WITH ¼-INVARIANTS 0 AND 123
Ànnotation. The analysis is given of the conditions of the existence of
supersingular twisted Edwards curves over prime fields. Theorems are
formulated and proved about these conditions for supersingular twisted Edwards
curves with j-invariants 0 and 123, for different classes of curves. Parameters
for some supersingular curves are obtained using these results. Also
generalization of some previously obtained results is given, using isomorphism
of curves in Weierstrass form and Edwards form.
Keywords: supersingular curve, complete Edwards curve, twisted Edwards
curve, quadratic Edwards curve, twisted pair, order of point, Legandre symbol,
quadratic residue, quadratic non-residue.
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